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priložnost, da lahko delam na temi, ki me zanima. Brez njega delo ne bi moglo nastati
v obliki, kot je. Rad bi se zahvalil tudi vsem profesorjem in kolegom, ki so prispevali
veliko majhnih, a ključnih namigov in informacij. Na koncu bi se rad zahvalil tudi
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V tej nalogi je predstavljena analiza toka okoli krila s panelno metodo na osnovi triko-
tnǐske mreže. Natančnost metode smo preverili z analizo toka okoli krogle in eliptičnega
krila. Analizirali smo tok okoli ravnega krila in ga primerjali z eliptičnim. Trikotnǐski
paneli so se izkazali za učinkovite pri popisovanju kompleksne geometrije, recimo ve-
lika ukrivljenost, vendar je s tako mrežo težko definirati Kuttov pogoj, ki je ključen za





Analysis of flow around a wing with panel method using
triangular mesh
Jan Tomec






In this thesis we analysed flow around a wing with panel method using triangular mesh.
Accuracy of the method was verified with analysis of flow around a sphere and around
an elliptical wing. We analysed flow around a straight wing and compared the results
to the elliptical wing. Triangular panels are successful at describing complex geometry,
for instance large curvature, however this kind of mesh reduces the quality of Kutta
condition, which is crucial for calculating the correct potential field.
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Slika 5.14: Krilna obremenitev za eliptično krilo . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
Slika 5.15: Krilna obremenitev za ravno krilo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
ix
Kazalo preglednic







v∞ m/s velikost hitrosti vzporednega toka
σij MPa tenzor normalnih napetosti




Iij / enotska matrika
Φ m2/s potencial
ω s−1 vrtinčnost
r⃗ m krajevni vektor
s⃗ m smerni vektor
n⃗ m normalni vektor
x, y, z m kartezijeve koordinate
r, ϕ m, / polarne koordinate
π / število pi
σ / jakost izvira
µ / jakost dvojca
γ / jakost vrtinca
A m2 površina
f / funkcija




x, y, z komponenta vektorja v smeri osi
i, j, k, l indeksi v matrikah




StL STereoLithography - datotečni format
CAD Computer-Aided Design - računalnǐsko podprto konstruiranje
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1. Uvod
Pri konstruiranju letala je zelo pomemben faktor tudi karakteristika krila. V letih
pred računalnǐsko revolucijo in še danes, v bolj preprostih aplikacijah, se upor, vzgon
in moment na krilo izračuna kar iz koeficientov, ki so bili določeni za aeroprofil. Ti
so lahko pridobljeni eksperimentalno, na primer v vetrovniku, ali pa so izračunani
numerično. Hitro numerično analiziranje je omogočilo razvijanje velikega števila novih
profilov. Hkrati z zmožnostmi pa so se razvijale tudi potrebe, zato so kmalu začeli
razvijati modele, ki omogočajo analiziranje tudi prostorskih teles. Težava pri uporabi
aeroprofilov je namreč v tem, da porazdelitev, ki jo določimo, pravzaprav ne velja niti
na krilu, sploh pa ne upošteva ostalih gradnikov letala.
Med prvimi numeričnimi modeli je bila panelna metoda, saj potrebuje relativno nizko
stopnjo računske moči za pridobivanje rezultatov. V teoriji se zanaša na potencialni
tok. Ta sicer velja le za nestisljiv, neviskozen in nevrtinčen tok, vendar se je izkazalo, da
vseeno dovolj dobro popisuje tok zraka okoli telesa. Pri tej metodi telo diskretiziramo
po površini na panele, nato pa izračunamo vpliv posameznega panela v konkretni točki.
Ravno analiziranje po površini pa je tudi prednost te metode pred ostalimi, saj kontrolni
volumen okoli krila ni omejen, kot je na primer pri metodi končnih volumnov, ker ne
računamo interakcij med posmaznimi volumskimi delci zraka, pač pa je vpliv telesa na
tok zraka določen s potencialnim tokom, rešenim na površini telesa. Hkrati to pomeni,
da je število računskih točk zaradi dvodimenzionalnosti problema zelo zmanǰsano.
Kljub bazičnosti izračuna, ki ne upošteva niti viskoznosti, vrtinčnosti ali stisljivosti, je
panelna metoda v uporabi, saj se jo da zaradi nezahtevnosti nadgraditi oziroma im-
plementirati kot del večjega sistema. Nekateri programi omogočajo določanje viskozne
plasti, ki se pojavi ob krilu, kar zelo poveča natančnost izračuna. Panelno metodo pa
se lahko uporabi tudi kot iteracijsko orodje pri optimiranju oblike površine, na primer
prehodov med krilom in trupom [1].
V tem zaključnem delu bom predstavil osnove panelne metode, ki temelji na diskreti-




V tem poglavju bodo predstavljene teoretične osnove, od izpeljave potencialnega toka
pa do panelne metode. Najprej bodo opisane lastnosti potencialnega toka, katere
predpostavke so uporabljene in njihov vpliv. Nato bodo predstavljene rešitve Laplacove
enačbe potencialnega toka, ki so elementarne rešitve, ki se uporabijo v panelni metodi.
Za potencialno polje velja izraz o linearni kombinaciji posameznih elementarnih rešitev,
kar pomeni, da je vsota potencialnih polj še vedno potencialno polje [2]. To se v panelni
metodi izkoristi tako, da se potencialni tok prikaže kot vsoto elementarnih rešitev.
2.1. Lastnosti potencialnega toka
Opazujemo tok v splošnem. Pa denimo, da se tok fluida giblje skozi diferencialni
kontrolni volumen. Za ta kontrolni volumen veljata zakon o ohranitvi mase [3]:
∂ρ
∂t
+ ∇⃗ · (ρv⃗) = 0 (2.1)
in zakon o ohranjanju gibalne količine [3]:
∂
∂t
(ρv⃗) + ∇⃗ · (ρv⃗ ⊗ v⃗) = ∇⃗ · σij + ρf⃗v, (2.2)
kjer ⊗ označuje diadni produkt.
Vemo, da napetostni tenzor sestoji iz dveh komponent, termodinamičnega tlaka P in
strižnih obremenitev τij [4]:
σij = −PIij + τij. (2.3)
Če predpostavimo neviskozen fluid, lahko enačbo 2.2 dodatno poenostavimo v:
∂
∂t
(ρv⃗) + ∇⃗ · (ρv⃗ ⊗ v⃗) = ∇⃗ · (−PIij + τij) + ρf⃗v
∂
∂t
(ρv⃗) + ∇⃗ · (ρv⃗ ⊗ v⃗) = −∇⃗ · (PIij) + ρf⃗v. (2.4)
2
Teorija
Če predpostavimo nestisljiv fluid, potem lahko iz enačbe 2.1 izpeljemo:
∇⃗ · v⃗ = 0, (2.5)




(v⃗) + ρ∇⃗ · (v⃗ ⊗ v⃗) = −∇⃗ (P ) + ρf⃗v. (2.6)
Če nato predpostavimo, da je tok fluida stacionaren in da ni volumskih sil, pa dobimo
Bernoullijevo enačbo [5]:


































Potencialni tok pomeni, da ima hitrostno polje fluida lastnosti vektorskega polja, ki je
definirano z gradientom potencialnega polja [6].
v⃗ = ∇⃗ (Φ) . (2.8)
Vrtinčnost je definirana kot [3]:
ω⃗ = ∇⃗ × v⃗. (2.9)
Če združimo enačbi 2.8 in 2.9 in predpostavimo nevrtinčnost, dobimo Laplacovo enačbo:
∇⃗ × ∇⃗ (Φ) = ∆Φ = 0. (2.10)
Elementarne rešitve Laplacove enačbe (enačba 2.10) so osnova za panelno metodo za
določitev hitrostnega polja. Preko Bernoullijeve enačbe (enačba 2.7) pa se lahko določi
tudi razporeditev tlakov in s tem sile na telo.









2.2. Elementarne rešitve Laplacove enačbe
Rešitve lahko ǐsčemo v ravnini ali v prostoru. Čeprav za namene te zaključne naloge
potrebujemo le tridimenzionalne rešitve, bodo zaradi povezanosti in lažje predstave
tukaj prikazane tudi dvodimenzionlne rešitve.
Vse rešitve se lahko aplicirajo v panelni metodi, vendar se ponavadi izbere le vzporedni
tok, izvir in dvojec, saj s tem zmanǰsamo število neznank v sistemu.
2.2.1. Vzporedni tok
Najpreprosteǰsa rešitev Laplacove enačbe je vzporedni tok, kjer je potencial linearna
funkcija; gradient linearne funkcije je konstanta (glej sliko 2.1), gradient konstante pa
je 0 (enačba 2.10). Ponavadi predstavlja tok fluida v neskončni oddaljenosti od telesa,
kjer telo nima vpliva na gibanje fluida in je tok konstanten.
Enačba za dvodimenzionalni prostor:
Φ (x, y) = v⃗∞ · r⃗ = v∞,xx+ v∞,yy. (2.12)
Enačba za tridimenzionalni prostor:
Φ (x, y, z) = v⃗∞ · r⃗ = v∞,xx+ v∞,yy + v∞,zz. (2.13)




Izvir predstavlja tok, kjer se iz sredǐsčne točke vse točke fluida gibljejo v radialni
smeri. V panelni metodi se ponavadi uporablja porazdeljen izvir s konstanto jakostjo,
pri čemer je porazdeljen izvir samo izpeljanka točkovnega izvira. Porazdeljen izvir si
predstavljamo kot površino, na kateri je v vsaki diferencialni točki točkovni izvir [7].
Enačba za dvodimenzionalni prostor (točkovni izvir, postavljen v T0(x0, y0)):
ΦI (x, y) = −
σ




(x− x0)2 + (y − y0)2
. (2.14)
Enačba za dvodimenzionalni prostor (linijsko porazdeljen izvir):




2π |r⃗ − r⃗0|
ds, (2.15)
oziroma za relativni koordinatni sistem, ki ima absciso soosno z linijo izvira:






(x− x0)2 + y2
dx0. (2.16)
Enačba za tridimenzionalni prostor (točkovni izvir):
ΦI (x, y, z) =
−σ





(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
. (2.17)





4π |r⃗ − r⃗0|
dA. (2.18)
Slika 2.2: Slika prikazuje hitrostno polje, kot ga inducira točkasti izvir




Dvojec je pravzaprav samo izpeljanka izvira in ni povsem bazična rešitev, vendar se
v praksi zelo pogosto uporablja. Sestavljata ga dva izvira, ki sta zelo skupaj vendar
nasprotno usmerjena [1].
Izpeljava enačbe za dvodimenzionalni prostor
ϕD (r⃗) = lim
|r⃗d|→0,σ|r⃗d|→µ
− σ























)( |r⃗ − r⃗0 − r⃗d| − |r⃗ − r⃗0|
|r⃗ − r⃗0| · |r⃗ − r⃗0 − r⃗d|
.
)
Imenovalec gre v limiti proti |r⃗ − r⃗0|2, števec pa proti|r⃗d| cos θ, kjer je θ kot med vek-
torjema r⃗d in r⃗ − r⃗0. Če privzamemo, da sta oba izvira v paru na površini, torej da
dvojec kaže normalno na površino, potem lahko enačbo zapǐsemo kot:
ϕD (r⃗) = −
µn⃗ · (r⃗ − r⃗0)
2π |r⃗ − r⃗0|3
. (2.19)




−µn⃗ · (r⃗ − r⃗0)
2π |r⃗ − r⃗0|3
ds. (2.20)
Oziroma za relativni koordinatni sistem, ki ima absciso soosno z linijo izvira:
ϕD (x, y) =
∫ L
0
−µ (nx (x− x0) + ny (y − y0))
2π ((x− x0)2 + (y − y0)2)3/2
dx. (2.21)
Enačba za tridimenzionalni prostor (točkovni dvojec):
ϕD (r⃗) = −
µn⃗ · (r⃗ − r⃗0)
4π |r⃗ − r⃗0|3
. (2.22)




−µn⃗ · (r⃗ − r⃗0)
4π |r⃗ − r⃗0|3
dA. (2.23)
Opazujmo primer, ko je površinsko porazdeljen dvojec postavljen na x-y ravnino koor-
dinatnega sistema. Ko gre opazovana točka proti površinsko porazdeljenemu dvojcu,
se njegova vrednost približuje:
lim
z↘0






Slika 2.3: Na sliki je shematski prikaz
dveh nasprotno usmerjenih izvirov, ki
učinkujeta kot dvojec.
Slika 2.4: Slika prikazuje hitrostno







Moč dvojca se lahko zato izrazi tudi z velikostjo potenciala v točki na površini r⃗p, pri
čemer je n⃗ navzven usmerjena normala površine:
µ = Φ(r⃗p − dn⃗)− Φ (r⃗p + dn⃗) . (2.26)
2.2.4. Vrtinec
Vrtinec inducira potencial, katerega gradient vsebuje zgolj tangencialno komponento
hitrosti v poljubni točki (razen v sredǐsču). Ker se ga lahko izrazi z dvojci, bodo na
tem mestu prikazane zgolj osnovne enačbe [7].
Enačba za hitrost (dvodimenzionalni prostor, točkovni vrtinec, postavljen v T0(0, 0),
polarne koordinate):






Enačba za x komponento hitrosti (dvodimenzionalni prostor, linijsko porazdeljen vrti-
nec):











Če, podobno kot prej, opazujmo primer, ko je porazdeljen vrtinec postavljen na absci-
sno os koordinatnega sistema in gre opazovana točka proti površinsko porazdeljenemu
dvojcu, se njegova vrednost približuje:
lim
z↘0















Pri potencialnem toku okoli poljubnega telesa, recimo krila, lahko opazimo, da je cirku-





v⃗ · ds⃗ =
∫ b
a
∇⃗ (Φ) · ds⃗ =
∫ b
a
dΦ = Φ (b)− Φ (a) . (2.31)
Slika 2.6: Slika prikazuje shemo za določitev cirkulacije okoli telesa. Na sliki je γrob
označen z γTE (trailing edge). Slikovni vir: [1]
Po Kutta-Joukowskem teoremu je vzgonska sila, ki je generira ravninski profil, enaka
[8]:
L = ρ∞ |v⃗∞|Γ. (2.32)
To direktno pomeni, da tako telo ne more generirati vzgonske sile, razen če v limiti, ko
gre a proti b pride, do preskoka v potencialu. To se v panelni metodi reši z modeliranjem
vrtinčne sledi, ki je površina za krilom, ki generira potencial. Da določimo velikost
potenciala na vrtinčni sledi, potrebujemo dodaten pogoj, ki ga dobimo iz praktičnih
opazovanj. Vemo namreč, da tok fluida zapušča oster rob z zgornje is s spodnje ploskve
z enako veliko in istosmerno hitrostjo, oziroma z drugimi besedami - velikost cirkulacije
na robu je 0 [8]:
γrob = 0. (2.33)
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3. Panelna metoda
V tem poglavju bom opisal panelno metodo s katero se določi vektorje hitrosti na
površini telesa.
3.1. Diskretizacija telesa
Površino telesa se razdeli na trikotnike. Zaradi numerične pravilnosti se trikotnikom
omeji razmerje stranic in minimalno ter maksimalno dolžino stranice. Normale so
usmerjene navzven, ker je taka usmeritev standardna za zapis StL s katerim potem
program operira [9]. Za nadaljne računanje integralov se uporabi relativni koordinatni
sistem panela, ki je definiran tako, da gre y os skozi točki A in C, z os pa je istosmerna
z normalo. Skica, ki to prikazuje je na sliki 3.1.




Telesom, ki inducirajo vzgon, je potrebno definirati vrtinčno sled. Za to je potrebno
najprej določiti robove telesa, kjer želimo Kuttov pogoj. Ponavadi je to rob, na kate-
rem fluid izteka, hkrati pa imata panela, ki tvorita ta rob, medsebojno dovolj majhen
kot, da rob deluje kot oster. Vrtinčna sled je ravnina, ki je ravno tako opredeljena s
trikotniki, ki pa v parih pravzaprav sestavljajo pravokotnik, ki predstavlja ekstrudiran
rob po simetrali kota v dolžini 30 značilnih dolžin (v primeru običajnega krila je to
širina) [1]. Na sliki 3.2 se lahko vidi z odebeljenimi črtami primer generacije vrtinčne
sledi. Panela ∆A1B1C1 in ∆A2B2C2 imata skupen rob, ki je osnova za vrtinčno sled.
Trikotnika ∆VA1VB1VC1 in ∆VA2VB2VC2 skupaj sestavljata pravokotnik, ki predsta-
vlja ekstrudiran rob v smeri simetrale. Posebnost panelov na vrtinčni sledi je ta, da
imajo samo porazdeljene dvojce, njihovo jakost pa se izrazi s pomočjo Kuttovega po-
goja. Jakost dvojca na panelih vrtinčne sledi je enaka razliki dvojcev, ki imajo v parih
skupni rob s paneli vrtinčne sledi. Tisti paneli na vrtinčni sledi, ki imajo samo eno
točko skupno z robom telesa, imajo enako jakost kot panel, s katerim v paru združujeta
pravokotnik.
Na primeru slike 3.2:
µ(∆VA1VB1VC1) = µ(∆VA1VB1VC1) = µ(∆A1B1C1)− µ(∆A2B2C2), (3.1)
kjer ∆ označuje trikotnik.
Enačba 3.1 v splošnem:
µsled 1, k = µsled 2, k = µzg. rob, k − µsp. rob, k, (3.2)
ΦD,k(r⃗i) = µsled 1, k ·
∫
Ak,1
n⃗k,1 · (r⃗i − r⃗0)
|r⃗i − r⃗0|3
dAk,1+
+µsled 2, k ·
∫
Ak,2
n⃗k,2 · (r⃗i − r⃗0)
|r⃗i − r⃗0|3
dAk,2 =
= (µzg.rob,k − µsp.rob,k) ·
∫
Ak
n⃗k · (r⃗i − r⃗0)
|r⃗i − r⃗0|3
dAk, (3.3)
Ak,1 + Ak,2 = Ak.
Na sliki 3.3 je prikazan še realni model eliptičnega krila skupaj z vrtinčno sledjo.
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Slika 3.2: Slika prikazuje konstrukcijo vrtinčne sledi.
Slika 3.3: Na sliki je prikazana uporabljena vrtinčna sled za eliptično krilo. V modri




Za določitev hitrosti je potrebno najprej določiti velikosti potencialov na panelih. Po-
tencial je setstavljen iz treh elementarnih rešitev: vzporednega toka, porazdeljenega
izvira in porazdeljenega dvojca.
Za izpolnjevanje Dirichletovega pogoja mora biti notranji potencial enak const., npr.
0:
Φ(r⃗i) = Φ∞(r⃗i) + ΦI(r⃗i) + ΦD(r⃗i) = 0. (3.4)
Za notranji potencial lahko izberem tudi vzporedni tok [2], kar enačbo poenostavi v:
ΦI(r⃗i) = −ΦD(r⃗i). (3.5)
Točke, v katerih vsilim Dirichletov pogoj, izberem v točkah, ki so za dr odmaknjene v
notranjost telesa od težǐsča panela v smeri normale:
r⃗Dirichlet,i = r⃗i = r⃗T,i − dr · n⃗i. (3.6)
Velikosti izvirov določim kot [1]:
σj = −n⃗j · v⃗∞. (3.7)
S tem imamo definiran sistem enačb, kjer so neznake dvojci. Če nadalje diskretiziram







pri čemer j predstavlja posamezen panel, i pa posamezno točko, kjer vsiljujemo Diri-













µjn⃗j · (r⃗i − r⃗0)




Pri panelni metodi prvega reda vzamemo porazdeljene dvojce in izvire kot konstante.














n⃗j · (r⃗i − r⃗0)
|r⃗i − r⃗0|3
dAj. (3.10)
Če zapǐsemo enačbo v matrični obliki, ima naslednjo obliko:













Potrebno je še upoštevati Kuttov pogoj, ki smo ga zapisali v enačbi 3.2. Panelom na
vrtični sledi dodelimo dvojce, ki so velikosti tistih na robu [10]:




















(µzg.rob,k − µsp.rob,k) ·
∫
Ak
n⃗k · (r⃗i − r⃗0)
|r⃗i − r⃗0|3
dAk. (3.15)
Ta zapis lahko poenostavimo tako, da matriki vplivov dvojcev na telesu prǐstejemo oz.
odštejemo vpliv dvojcev na vrtinčni sledi:
cj = aj + ak, če: j = kzg. rob, k, (3.16)
cj = aj − ak, če: j = ksp. rob, k, (3.17)
[cij] · [µj] = − [bij] · [σj] . (3.18)
Po rešitvi sistema enačb z N neznankami dobimo jakosti dvojcev. S tem lahko izračunamo




Po določitvi jakostnih faktorjev za porazdeljene izvire in dvojce, je potrebno določiti
hitrostno polje okoli telesa, iz česar potem izračunamo tudi tlačno polje. Za določitev
hitrostnega polja potrebujemo velikosti potencialov v točkah, ki so za dr odmaknjene
od težǐsč panelov v smeri normale. Nato pa z metodo najmanǰsih kvadratov določimo
velikosti parcialnih odvodov tangencialno na panele, kar nam v globalnem koordina-
tnem sistemu da porazdelitev hitrosti [11].
Ponovno izračunamo matriki vplivnostnih koeficientov za preturbacijska potenciala s
to razliko, da sedaj računamo v novih točkah na zunanji strani telesa:
r⃗v,i = r⃗T,i + dr · n⃗i. (3.19)
Velikosti potencialov:
Φ(r⃗i) = Φi = [cij(r⃗v,i)] · [µj] + [bij(r⃗v,i)] · [σj] + r⃗i · v⃗∞. (3.20)
Za določanje gradienta z metodo najmanǰsih kvadratov si zamislimo, da je potencial
dvodimenzionalna linearna funkcija v relativnem koordinatnem sistemu panela, kate-
rega hitrost računamo. S to aproksimacijo lahko nato izračunamo parcialne odvode,
ki so kar koeficienti aproksimacijske funkcije. Aproksimacijsko funkcijo Φ̃ določimo z
metodo najmanǰsih kvadratov glede na potenciale, ki jih poznamo v sosednjih panelih.
Za sosednje panele so izbrani vsi, ki imajo vsaj eno skupno oglǐsče z izbranim panelom.










(xi − xT0,i) +
∂Φ̃i
∂yi
(yi − yT0,i) + Φi. (3.22)
Ko imamo določeno aproksimacijsko funkcijo, lahko definiramo še funkcijo napake err :
err 1 =
(
Φ(xi, yi)− Φ̃i(xi, yi)
)2
. (3.23)
Napako lahko evalviramo v težǐsčih sosednjih panelov, v katerih smo izračunali velikosti
potencialov in jo uteženo seštejemo. Za utež izberemo kvadrat recipročne razdalje med
























(xli − xT0,i) +
∂Φ̃i
∂yi
(yli − yT0,i) + Φi
))2
, (3.24)
uli = |r⃗l − r⃗i|−2 . (3.25)











) = 0. (3.26)
Iz česar dobimo sistem enačb:[ ∑L
l=1 uli (xli − xT0,i)
2 ∑L
l=1 uli (xli − xT0,i) (yli − yT0,i)∑L
l=1 uli (xli − xT0,i) (yli − yT0,i)
∑L













l=1 uli (Φl − Φi) · (xli − xT0,i)∑L
l=1 uli (Φl − Φi) · (yli − yT0,i)
]
. (3.27)
S tem smo določili hitrosti v lokalnem koordinatnem sistemu za vsak panel. Preostane
samo še transformacija v globalni koordinatni sistem.
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Zaključna naloga je nastala v programskem okolju Python 3.5 [12]. Za definiranje tri-
kotnǐske mreže so odgovorni tonamenski programi (konkretno uporabljen Rhinoceros),
ki so zmožni izvoza v obliki StL datotek. Za Python obstajajo knjižnice, ki omogočajo
branje in manipuliranje tovrstnih datotek (uporabljena knjižnica Trimesh). Poleg te
smo uporabili še knjižnice NumPy in PyOpenCl, ki omogočita hitreǰse računanje; prva
vektorizacijo, druga pa strojno (večnitno procesorsko in grafično) pospeševanje.
4.1. Določevanje relativnih koordinatnih sistemov
Relativni koordinatni sistem je izbran tako, da omogoča čim preprosteǰso integracijo.
Os zj je usmerjena v smeri normale n⃗j, os yj pa je usmerjena tako, da gre skozi
točki r⃗j,1 in r⃗j,3. Os xj je določena z vektorskim produktom, tako da je koordinatni
sistem desnosučni, izhodǐsče pa je postavljeno v r⃗j,1. Tak koordinatni sistem omogoča
najpreprosteǰse meje pri integraciji po trikotniku, saj so meje pri integraciji v smeri yj
preproste funkcije, v smeri xj pa kar konstante.
Pretvorba točke iz globalnega v koordinatni sistem poteka tako, da najprej točko tran-
slatorno premaknemo za translatorni vektor r⃗j,1, nato pa jo z množenjem z rotacijsko
matriko zarotiramo v lokalne koordinate. Pretvorba vektorjev iz globalnega v lokalni
sistem poteka enako, le da je v tem primeru brez translacije [12].
Določitev ortonormirane baze za lokalni koordinatni sistem v globalnem koordinatnem
sistemu:





x⃗j = y⃗j × z⃗j. (4.3)
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Rotacijsko matriko lahko izračunamo s pomočjo ortonormirane baze in matričnega
računa:⎡⎣x⃗jy⃗j
z⃗j
⎤⎦ · [Rj] =
⎡⎣1 0 00 1 0
0 0 1











Rotacijska matrika je torej kar inverzna matrika ortonormirane baze v globalnem ko-
ordinatnem sistemu. Torej lahko določimo transformacijsko funkcijo za točke in za
vektorje:
r⃗j = (r⃗ − r⃗j,1) · [Rj] , (4.5)
v⃗j = v⃗ · [Rj] . (4.6)
Na enak način lahko določimo tudi inverzno transformacijsko funkcijo za transformacijo
koordinat iz lokalnega v globalni koordinatni sistem:
r⃗ = r⃗j · [Rj]−1 + r⃗j,1, (4.7)
v⃗ = v⃗j · [Rj]−1 . (4.8)
4.2. Izračun vplivnostnih koeficientov
Za izračun vplivnostnih koeficientov je potrebno reševati površinske integrale. Ker je
analitično reševanje za območje po trikotniku prezahtevno (predolga funkcija in obrav-
navanje posebnih primerov), smo dvojni integral rešili tako, da smo notranji integral
rešili analitično, zunanjega pa numerično [12].
Za reševanje integralov je potrebno določiti funkcijo v relativnem koordinatnem sistemu
(glej sliko 3.1). Oba integrala sta v istih mejah.














(0, 0, 1) · (xi − x0, yi − y0, zi)







((xi − x0)2 + z2i )
√






((xi − x0)2 + z2i )
√









· x0 + y3,j. (4.11)



















yi − fzg(x0) +
√








yi − fsp(x0) +
√
(xi − x0)2 + (yi − fsp(x0))2 + z2i
)
dx0. (4.12)
Numerično integriranje poteka s pomočjo centralne diferenčne sheme in metode naj-
manǰsih kvadratov [13]. Shematsko je postopek integracije prikazan na sliki 4.1. Inte-
gracijsko območje diskretiziramo na O točk. Ker je uporabljena centralna diferenčna
shema 4. reda, je potrebno območje razširiti za dodatni 2 točki v vsako smer (skupno
4 dodatne točke), kar bomo imenovali razširjeno območje O+. V vsaki točki območja
O lahko definiramo aproksimacijski polinom druge stopnje (enačba 4.13). Opomba:
uporabljen indeks k nima nobene zveze s prej uporabljenim indeksom k, temveč je
ponovljen le zaradi bolǰse berljivosti:
f̃(x0) = akx
2
0 + bkx0 + ck, (4.13)
df̃
dx0






Odvode osnovne funkcije lahko izrazimo s pomočjo centralne diferenčne sheme [13].







































Konstanto ck določimo z neuteženo metodo najmanǰsih kvadratov za točke xk−1, xk in
xk+1, ki se v tem primeru reducira kar v povprečno vrednost:
ck =
f(xk−1)− akx2k−1 − bkxk−1
3
+




f(xk+1)− akx2k+1 − bkxk+1
3
. (4.20)














Na ta način pa lahko tudi rešimo osnovni integral. Če seštejemo vse integrale znotraj
območja O, štejemo vsak delček integrala dvakrat, medtem ko se na robu polovica
robnega integrala prǐsteje odveč. Za aproksimacijo je dovolj natančno, če odštejemo














































Slika 4.1: Slika shematsko prikazuje implementirano numerično integriranje funkcije
ene spremenljivke z uporabo centralne diferenčne sheme.
Tovrstno numerično reševanje integrala ni adaptivno, vendar omogoča ročno kontrolo
nad parametrom dx0. Izkaže se, da je to dovolj natančno, čeprav so funkcije lahko skoraj
singularne v določenih primerih, ko je točka zelo blizu panela. Rešitve numeričnih
integralov so primerjane tudi z analitičnimi rešitvami v tabeli 5.1.
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5. Rezultati
V tem poglavju so predstavljeni rezultati, ki so bili pridobljeni s pomočjo dvodimenzi-
onalne in tridimenzionalne panelne metode. Predstavljene so porazdelitve hitrosti na
različnih oblikah krila in porazdelitev tlačnega koeficienta.
5.1. Numerična integracija
Za izračun vplivnostnih koeficientov je potrebno izračunati ploskovne integrale po tri-
kotniku. Ker je analitična rešitev prekompleksna za implementacijo, sem se odločil za
delno analitično (notranji integral) in delno numerično (zunanji integral). Za potrditev
pravilnosti sem nato v nekaj primerih primerjal vrednosti analitične in numerične me-
tode. Ker ima numerična metoda to pomanjkljivost, da ni adaptivna, je bilo potrebno
računati na največjo možno napako. Rezultati so predstavljeni v tabeli 5.1, kjer se
lahko vidi, da se dovolj dobro ujemajo glede na ostale vire napak.
Primerjana funkcija: enačba 2.23 (primer na sliki 5.1)
Izbrane meje trikotnika:
A = (0, 0, 0), B = (0, 10, 5), C = (0, 0, 7)
Preglednica 5.1: Primerjalna tabela numerične natančnosti integracije.
Točka Analitično Numerično Relativna razlika
(1, 1, 0.2) -5.09045 -5.09032 2.5 · 10−5
(1, 1, 0.1) -5.66559 -5.66551 1.4 · 10−5
(1, 1, 0.05) -5.97146 -5.97164 0
(1, 1, 0.01) -6.22065 -7.7881 −2.5 · 10−1
(20, 20, 0.2) -0.000593645 -0.00059364 0
(20, 20, 0.1) -0.000296849 -0.000296847 6.7 · 10−6
(20, 20, 0.05) -0.000148428 -0.000148427 6.7 · 10−6
(20, 20, 0.01) -0.0000296858 -0.0000296856 6.7 · 10−6
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Rezultati
Slika 5.1: Na sliki je prikazan prvi integral funkcije ploskovno porazdeljenega dvojca
v točki (1, 1, 0.05), tj. funkcija, ki jo v tabeli 5.1 numerično integriram.
5.2. Verifikacija panelne metode
Verifikacija je opravljena v dveh korakih. Za potrditev pravilnosti izračuna vplivno-
stnih matrik je uporabljen model krogle, za katerega točno vemo, kašen tok moramo
dobiti. Tok okoli krogle ne sme inducirati nobenega vzgona ali upora, torej mora biti
tlačno simetričen, da ne vzbudi nobene sile [1]. Na sliki 5.2 se jasno vidi simetrično
porazdelitev tangencialne komponente hitrosti, pri čemer je vpadni kot 5 ◦ glede na x
os. Na sliki 5.3 se vidi isto kroglo še z drugega zornega kota, kjer lahko vidimo gradient
porazdelitve okoli zastojne točke. S to verifikacijo je potrjena pravilnost delovanja vseh
delov potencialne metode razen Kuttovega pogoja, ki v tem primeru ni bil upoštevan.
Slika 5.2: Na sliki se vidi porazdelitev
tangencialne komponente hitrosti na
krogli v barvni shemi, kjer rdeča
predstavlja visoke, modra pa nizke
hitrosti. Vpadni kot je 5 ◦.
Slika 5.3: Ista krogla kot na levi sliki,




Za verifikacijo Kuttovega pogoja pa je bilo uporabljeno eliptično krilo, katerega lahko
tudi analitično izračunamo [14]. Ključno pri toku okoli eliptičnega krila je, da se le
ta po globini spreminja skladno s skalo profila na tisti globini. Drugače povedano -
porazdelitev hitrosti okoli normiranega aeroprofila ni odvisna od globine. To se lahko
vidi na primerjavi slik 5.4 in 5.5, kjer na prvi vidimo porazdelitev količnika skladno z
zmanǰsevanjem aeroprofila, medtem ko se po normalizaciji osi x porazdelitev tlačnega
koeficienta praktično povsem ujema. Na teh dveh slikah pa lahko opazimo tudi nu-
merično napako modela, kjer bi se morali črti za zgornji in spodnji del profila na koncu
stakniti, ostane med njima razmak, ki pa je konstanten za vse vrste profilov in oblike
teles.
Slika 5.4: Na sliki je prikazana porazdelitev tlačnega koeficienta na eliptičnem krilu.
Vpadni kot je 5 ◦.
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Slika 5.5: Na sliki je prikazana porazdelitev normiranega tlačnega koeficienta na
eliptičnem krilu. Vpadni kot je 5 ◦.
5.3. Vpliv mreže
Numerična simulacija toka je bila opravljena na različnih gostotah mrež za isto telo.
Že na začetku sem se odločil za trikotnǐsko obliko mreže, saj sem predpostavil, da
le ta bolje popǐse zahtevne geometrijske oblike kot pa pravokotnǐska, ki je ponavadi
uporabljena v te namene. Mreženje je potekalo tako, da se je s pomočjo programske
opreme naprej izdelalo CAD model, nato pa se izdelala avtomatska mreža, kar v obliki
StL datoteke omogočajo praktično vsi CAD modelirniki. Nato je bilo potrebno mrežo
ročno prilagoditi, da se pridobi pravilno gostoto panelov na posameznem območju.
Za izračun toka sem uporabil relativno gosto mrežo trikotnikov, tj. 6000-10000, kolikor
je povprečen računalnik še zmožen preračunati v nekaj urah. Na slikah 5.6 in 5.7 se vidi
primer mreže, kjer se je s poskušanjem izkazalo, da je bolǰsa gosteǰsa mreža na spre-
dnjem delu krila, pomembna pa je tudi enakomerna velikost panelov na zadnjem delu.
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Poleg tega sem na eliptičnem krilu odrezal konice, ki so predstavljale degenerativne
točke in vir numeričnih napak.
Slika 5.6: Na sliki je prikazana uporabljena trikotnǐska mreža eliptičnega krila.
Slika 5.7: Na sliki je prikazana uporabljena trikotnǐska mreža ravnega krila.
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Rezultati
5.4. Izračun potencialnega toka
Za analizo toka sem si izbral aeroprofil NACA 2412 in obliko krila eliptično ter ravno.
Zanimale so me predvsem razlike v izračunu, ko namesto dvodimenzionalne metode
uporabimo tridimenzionalno, pri kateri upoštevamo celotno obliko.
Za izračun toka okoli aeroprofila (slika 5.8) je bila uporabljena dvodimenzionalna pa-
nelna metoda, pri kateri pa je bil Kuttov pogoj drugače definiran kot v tridimenzionalni
metodi. Defniran je bil direktno preko velikosti tangencialnih hitrosti na izhodu ae-
roprofila, ki sta morali biti zgoraj in spodaj enaki. Na sliki lahko vidimo negativne
vrednosti tlačnega koeficienta na zgornji strani in pozitivne na spodnji, kar pomeni, da
so zgoraj vǐsje hitrosti in nižji tlaki, kar zagotavlja vzgon. Na začetku, v nedefiniranem
področju, je zastojna točka, na koncu pa je izpolnjen Kuttov pogoj, da sta izstopni
hitrosti enaki, kar pomeni, da sta tudi tlaka enaka.
Na slikah 5.9 in 5.10 je prikazan rezultat tridimenzionalne simulacije toka pri kotu 8 ◦,
kjer so gradienti jasno vidni. Na zgornji strani (slika 5.9) se vidi na sprednjem delu krila
rahlo rdeč vzorec, na spodnji strani (slika 5.10) pa je jasno viden prehod od zastojne
točke do robu. Na obeh slikah pa se vidi tudi numerično napako na desnem in levem
robu krila, ki pa zaradi značilnosti panelne metode, da se vplivi posemeznega panela z
oddaljenostjo zmanǰsujejo, ne vpliva kritično na hitrosti drugod po telesu. Na sliki 5.10
se na zadnjem robu vidi žagasti vzorec, ki je posledica trikotnǐske mreže. Nadalje so
porazdelitve hitrosti po globini prikazane na sliki 5.11, kjer vidimo enako karakteristiko,
s tem da lahko opazimo tudi napako na zadnjem robu krila, kjer se hitrosti ne ujemajo
povsem. To povezujem s slabo definiranostjo Kuttovega pogoja na trikotnǐski mreži,
natančneje pa to opǐsem v poglavju 6.. Pri primerjavi tlačnega koeficienta aeroprofila
in eliptičnega krila (sliki 5.8 in 5.5) lahko vidimo, da se poleg končnega neujemanja pri
krilu pozna tudi razlika v vrednostih na začetku, kjer vrednosti pri aeroprofilu dosegajo
−2, pri krilu pa zgolj −0, 4, pri čemer pa se generalna oblika grafov ujema. Na spodnji
strani se grafa bolj ujemata, čeprav se lahko tudi opazi napako na izhodu. Do podobne
napake prihaja tudi pri ostalih vpadnih kotih (slika 5.12). Povsod se opazi pravilen
trend na začetku krila in v sredini, vendar se na koncu pojavi vedno isti razmak med
zgornjo in spodnjo stranjo.
Pri analizi toka okoli ravnega krila prihajamo do enakih ugotovitev glede napak modela,
kot pri eliptičnem krilu (slika 5.13). Pri primerjavi oblik se nabolj nazorno vidi razliko
pri primerjavi normiranih tlačnih koeficientov, kjer se na ravnem krilu vrednosti z
oddaljenostjo od simetralne ravnine zmanǰsujejo, medtem ko so pri eliptičnem krilu
konstantne.
Na slikah 5.14 in 5.15 sta predstavljeni porazdelitvi krilne obremenitve, kjer je bila
tlačna razlika določena kot razlika integralov porazdelitve tlačnega koeficienta na zgor-
nji in spodnji površini krila. Pri porazdelitvi na ravnem krilu (slika 5.15) se vidi majhen
gradient na začetku krivulje, ki se na približno treh četrtinah globine krila poveča. Pri




Slika 5.8: Na sliki spodaj je prikazan aeroprofil NACA 2412, zgoraj pa porazdelitev
tlačnega koeficienta pri vpadnem kotu 5 ◦.
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Rezultati
Slika 5.9: Na sliki se vidi porazdelitev
tangencialne komponente hitrosti po
zgornji strani eliptičnega krila v
barvni shemi, kjer rdeča predstavlja
visoke, modra pa nizke hitrosti.
Vpadni kot je 8 ◦.
Slika 5.10: Na sliki je še spodnja stran
krila, ki ga vidimo na levi sliki.
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Rezultati
Slika 5.11: Porazdelitev hitrosti po globini pri vpadnem kotu 5 ◦ za eliptično krilo.
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Rezultati
Slika 5.12: Na slikah je primerjava porazdelitve normiranega tlačnega koeficienta med
aeroprofilom in eliptičnim krilom. V prvi vrsti je pri vpadnem kotu -5 ◦, v drugi pri 0
◦ in v tretji pri 3 ◦.
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Rezultati
Slika 5.13: Na slikah je primerjava med ravnim in eliptičnim krilom pri vpadnem kotu
5 ◦. V prvi vrsti je prikazana hitrost po globini, v drugi tlačni koeficient, v tretji pa še
normiran tlačni koeficient. V levem stolpcu je ravno krilo, v desnem pa eliptično.
33
Rezultati
Slika 5.14: Porazdelitev krilne obremenitve po globini za eliptično krilo, ki ima
skupno globino 60.




Panelna metoda s trikotnǐsko mrežo panelov se je pri računanju potencialnega toka iz-
kazala z dokaj veliko natančnostjo, kar smo konformirali v poglavju 5.2.. Pokazali smo,
da se potencialni tok radialno simetrično porazporedi okoli zastojne točke in simetrično
glede na vhodno-izstopno ravnino, kar se ujema s teorijo, ki pravi, da potencialni tok
ne vpliva z nikakršno silo na kroglo [1].
Pri nadaljnem preverjanju metode se je pokazalo, da je na trikotnǐski mreži težko
določiti Kuttov pogoj - le ta je povezan z izstopnim robom krila, ki pa v tem primeru
ni dovolj enakomerno definiran. Pri pravokotnǐski mreži se namreč Kuttov pogoj ena-
komerno porazporedi po celotnem robu z enakomernim vplivom v matriki vplivnostnih
koeficientov, medtem ko se pa pri trikotnǐski mreži ne, temveč obstajajo mrtva območja
med paneli. Za izbolǰsanje natančnosti na zadnjem robu bi bilo potrebno zagotoviti
enakomerno mrežo na zadnjem robu, ki bi upoštevala tudi panele med tistimi, ki so
trenutno upoštevani (tisti, ki imajo eno stranico soležno z robom, slika 3.2). Druga
rešitev, ki jo predlagamo, pa je, da se uporabi kombinirano mrežo trikotnikov in pravo-
kotnikov, kjer pravokotniki sestavljajo zadnji rob in preprosto geometrijo, trikotniki pa
kompleksneǰso geometrijo. Tak program presega težavnostno in obsežnostno stopnjo
te naloge.
Pri analizi toka okoli krila se je povsod izkazala pomanjkljivost nenatančnosti Kutto-
vega pogoja. Za izračun aerodinamičnih koeficientov bi bilo potrebno rešiti ta problem.
Vseeno pa se je dalo razbrati pravilne trende krivulj tako pri porazdelitve hitrosti, kot
pri porazdelitvi tlačnega koeficienta in tlačnih obremenitev po krilu. Najbolj nazorno




V tej nalogi je bilo narejeno in ugotovljeno:
1. Pokazali smo natančnost izračuna panelne metode na trikotnǐski osnovi na pri-
meru krogle.
2. Ugotovili smo, da tak pristop pomeni poenostavljeno modeliranje kompleksne
geomtrije.
3. Izračun je otežen zaradi numerične integracije in je zaradi tega računsko potraten.
4. Ugotovili smo, da ima ta metoda ima težavo z definiranjem Kuttovega pogoja.
Čeprav je panelna metoda splošno uveljavljena metoda za računanje tokov okoli krila,
nam jo je v tej nalogi uspelo delno reproducirati in delno nadgraditi. V splošnem se
uporabljajo pravokotnǐski paneli, ki omogočajo analitično integracijo in bolǰse zagota-
vljanje robnih pogojev na izstopnem robu krila. Program, predstavljen v tej nalogi, pa
je pokazal, da je panelna metoda, temelječa na trikotnǐski mreži, v določenih pogledih
zelo kvalitetna, tj. pri opisovanju zapletenih geometrijskih oblik in pri konvertiranju
med modelom CAD in mrežo, slabše pa se odreže pri izpolnjevanju Kuttovega po-
goja, zato bi bila optimalna metoda za izračun toka kombinacija med trikotnǐskimi in
pravokotnǐskimi paneli.
Predlogi za nadaljnje delo
V naslednjem koraku bi bilo potrebno definirati ustrezen Kuttov pogoj, ki bi metodi
omogočil veliko večjo natančnost pri določevanju hitrosti. Nato bi se metodo lahko še
numerično optimiralo, da bi pohitrili izpolnjevanje matrik tako, da bi upoštevali poe-
nostavitve pri računanju oddaljenih točk glede na panel in da bi upoštevali simetričnost
teles. Metodo bi se lahko razširilo tudi na telesa, ki imajo izstopni tok na zaokrožitvi,
zaradi česar trenutni program tega ne bi zaznal kot robu. Glavni cilj take metode pa
je računanje tokov okoli kompleksnih teles, kot je celotno letalo. Za dosego tega cilja
pa bi bila potrenbna izpolnitev tudi vseh preǰsnjih.
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